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Resumo
Neste trabalho é estudada a resposta dinâmica de rotores compostos laminados verticais 
axissimétricos. As freqüências naturais são calculadas através de duas formulações de elementos 
finitos: um elemento sólido de revolução e um elemento de casca delgada. O campo de 
deslocamentos é expresso como um produto de funções polinomiais no plano longitudinal e 
funções trigonométricas na direção circunferencial, permitindo a representação de modos 
assimétricos a partir de um modelo axissimétrico. As funções polinomiais são discretizadas em 
cada lâmina ortotrópica através de funções isoparamétricas regulares. São incluídos os efeitos de 
inércia translacional e rotacional, giroscópicos e de deformação por cisalhamento transversal. O 
elemento sólido possibilita a modelagem mais precisa de detalhes geométricos como anéis de 
reforço, tampas e suportes dos mancais. Os resultados são comparados com os resultados de uma 
formulação de elemento de viga. São investigados os efeitos de vários parâmetros como ângulo 
de orientação das fibras, número de camadas e as relações espessura-raio e comprimento-raio.
Abstract
This work studies the dynamic response of axisymmetric vertical laminated composite rotors. 
The natural frequencies are calculated by two finite element formulations: a solid of revolution 
and a thin shell element. The displacement field is expressed as a product of polynomial 
functions in longitudinal plane and trigonometric functions along the circumferential direction, 
which enables representation of asymmetric modes by the axisymmetric models. The polynomial 
functions are discretized in each orthotropic layer by using the regular isoparametric functions. 
The formulations include the effects of inplane and rotational inertias, as well as the gyroscopic 
effect and transverse shear deformation. The solid element allows a more accurate modeling of 
geometric details such as reinforcement rings, covers and bearing supports. The results are 
compared to the beam element formulation. The effects of various parameters such as ply-angle, 
number of layers, thickness-to-radius and length-to-radius ratios are also investigated.
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Capítulo 1
INTRODUÇÃO
Com a finalidade de separar gases e isótropos, a indústria química tem a necessidade de 
rotores cada vez maiores e operando em faixas de rotação cada vez mais altas. Atualmente 
os aços de alta resitência, dos quais tradicionalmente são fabricados os rotores dos ultracen- 
trifugadores, vem sendo substituidos por materiais compostos, afim de reduzir a inércia dos 
rotores, facilitar a operação de controle e reduzir os efeitos de desbalanceamentos.
Figura 1.1: Centrífuga para separação de gases.
Faz-se necessário conhecer com razoável precisão as freqüências naturais de um rotor para 
que ele não opere próximo a uma destas freqüências, entrando em ressonância, o que pode 
provocar o colapso do rotor. Isto é de extrema importância quando esses rotores contém 
gases tóxicos ou radioativos.
Entretanto, a determinação das freqüências naturais deste tipo de rotores é de uma certa 
complexidade. Se um rotor apresenta uma considerável inércia rotacional em relação ao seu 
eixo, suas freqüências naturais são fortemente dependentes da freqüência de rotação do rotor 
(efeito giroscópico) e esse efeito é não linear. Além disso, ainda há o efeito da anisotropia 
dos materiais compostos e o amortecimento interno, dentre outros.
Neste capítulo é apresentada uma revisão bibliográfica e os objetivos desta dissertação.
O capítulo 2 apresenta de forma breve as características de materiais compostos, especial­
mente dos laminados, e como eles são tratados no cálculo das freqüências naturais, incluindo 
as hipóteses simplificadoras.
O capítulo 3 apresenta o problema dinâmico, as hipóteses simplificadoras e a solução 
através do Método de Elementos Finitos. Nele também são comentados os métodos numéri­
cos para a obtenção dos autovalores e ortonormalização.
O capítulo 4 tra ta  da formulação dos elementos sólido e de casca. São abordadas as 
aplicações, limitações e simplificações, descritos os graus de liberdade e deduzidas as matrizes 
de rigidez e inércia para cada um dos elementos.
No capítulo 5 são apresentados e discutidos os resultados e, finalmente, o capítulo 6 tra ta  
das conclusões e sugestões.
1.1 R evisão  b ibliográfica
Os primeiros estudos e trabalhos publicados sobre cascas cilíndricas rotativas já  têm mais de 
um século. Mas foi com o aumento da demanda por máquinas maiores e mais velozes, que a 
dinâmica de rotores ganhou importância. Desta forma, somente nos últimos trinta anos é que 
estes estudos se intensificaram devido ao grande número de aplicações em engenharia, tais 
como turbinas a gás e a vapor, motores elétricos, turbogeradores, centrífugas, compressores 
e outros.
Em 1971, embora trabalhando com cascas cilíndricas não rotativas, Nelson et alli [23] 
propuseram um método para a análise de vibrações livres em que os deslocamentos eram
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representados por funções trigonométricas nas direções axial e tangencial e por um campo 
de deslocamentos aproximado na direção radial. Desta forma obtiveram um problema de 
autovalores algébrico que pode ser resolvido através de uma técnica numérica. Variações 
deste método foram e continuam sendo empregadas por diversos autores, assim como no 
presente trabalho.
No ano seguinte, Penzes e Kraus [24] desenvolveram a solução exata para a vibração de 
cascas cilíndricas ortotrópicas, incluindo os efeitos de torção, pressão normal, força axial e 
as forças centrífugas e de Coriolis. Contudo, esta e outras soluções analíticas apresentavam 
sérias limitações frente a complexidade dos rotores utilizados na indústria. Passaram a ser 
empregadas várias técnicas numéricas para o modelamento dos rotores, com destaque para 
o Método da Matriz de Transferência (ver, por exemplo, Rao [26]) e o Método de Elementos 
Finitos (ver, por exemplo, Lalanne e Ferraris [14]).
A partir do fim da década de 70, o uso do Método de Elementos Finitos ganhou im­
portância na dinâmica de rotores. Nelson e McVaugh [22] publicaram em 1976 um trabalho 
no qual apresentavam um procedimento para a modelagem dinâmica de sistemas rotor- 
mancal através de elementos de viga e de mancai. A formulação incluia os efeitos da inércia 
rotacional, giroscópicos e carga axial. Com o objetivo de reduzir o número de graus de liber­
dade, o elemento de viga suportava variações nas propriedades da seção transversal, como 
o diâmetro, por exemplo. Os autores já  previam a importância do Método de Elementos 
Finitos neste tipo de análise. Mais tarde, Nelson [21] publicou um novo trabalho que com­
plementava o anterior utilizando a Teoria de Vigas de Timoshenko, incluindo o efeito do 
cisalhamento transversal. Através da comparação de resultados, ele verificou a importância 
da inclusão deste efeito. Mendonça et alli [20] apresentaram formulações para elementos de 
casca e sólido, ambos de revolução e as compararam com modelos de viga e disco, verifican­
do significativas diferenças para rotores com grande inércia rotacional e a elevadas rotações. 
Chen et alli [6] apresentaram as equações gerais de vibrações de cascas de revolução para al­
tas rotações, considerando o efeito giroscópico e grandes deformações através de um método 
de aproximação linear. Conseguiram bons resultados através do Método dos Elementos Fini­
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tos na comparação com algumas soluções analíticas para cilindros com condições de contorno 
especiais.
Outra importante contribuição para a dinâmica de rotores foi o desenvolvimento de méto­
dos númericos mais eficientes, permitindo redução no custo computacional e permitindo as­
sim análises mais complexas. As freqüências naturais e os modos de vibração são obtidos da 
solução de problemas de autovalores. Cada tipo de sistema dinâmico possui características 
diferentes, como a presença ou não de amortecimento e/ou efeito giroscópico, que resultam 
num problema de autovalores particular. Bathe [4] e Meirovitch [18] descrevem alguns méto­
dos clássicos para a solução de problemas de autovalores associados a problemas de grande 
porte, como aqueles resultantes da aplicação do Método de Elementos Finitos. Mas ao longo 
do tempo os métodos foram sofrendo melhoramentos e foram surgindo novos métodos mais 
eficientes. Meirovitch [17] desenvolveu um método para a solução do problema de autova­
lores para sistemas com efeito giroscópico. Childs e Graviss [7] propuseram um esquema de 
ordenação das variáveis em modelos de Elementos Finitos que permitiria a solução numérica 
através de métodos de matriz simétrica para o cálculo das rotações críticas. Kim e Lee [12] 
desenvolveram uma técnica de redução das matrizes através de uma matriz de transformação 
obtida na solução do problema não amortecido e sem efeito giroscópico, visando a solução 
de grandes sistemas matriciais rotor-mancal amortecido.
Especialmente para elevadas rotações, o uso de materiais compostos é interessante na 
fabricação de rotores por possibilitar a redução na massa e, conseqüentemente, na inércia 
rotacional. E, na medida que este uso foi aumentando, também as pesquisas foram se voltan­
do para os rotores de materiais compostos laminados. Lam e Loy [15] realizaram um estudo 
paramétrico sobre as freqüências naturais de cascas cilíndricas multi-camadas. Consideraram 
os efeitos da força centrífuga, aceleração de Coriolis e tensões iniciais. Singh e Gupta [27] 
analisaram rotores compostos através de duas teorias: vigas de módulo equivalente (conhe­
cida pela sigla EMBT) e de vigas laminadas (conhecida pela sigla LBT), derivada de uma 
teoria de casca laminada. Os resultados obtidos mostraram que a EMBT pode apresentar 
resultados imprecisos para seqüências de empilhamento não simétricas. Rand e Stavsky [25]
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apresentaram uma formulação e a solução numérica para a resposta e freqüências naturais de 
cascas cilíndricas laminadas sujeitas a velocidades angulares genéricas (rotações paralelas e 
normais ao eixo). Além disso realizaram um estudo paramétrico envolvendo geometria, pro­
priedades dos materiais e seqüência de empilhamento. Lee e Kim [16] apresentaram soluções 
analíticas para vibração livre de cascas cilíndricas compostas rotativas com reforçadores 
axiais e circunferenciais, também chamados reforçadores ortogonais. Realizaram estudos 
paramétricos envolvendo a geometria do cilindro e dos reforçadores.
Apesar dos inúmeros trabalhos publicados sobre o assunto, a dinâmica de rotores continua 
sendo um tema de interesse. Entre os trabalhos mais recentes, Chang et alli [5] projetaram 
e construiram um rotor em material composto para um motor a indução de alta rotação 
otimizando as características dinâmicas e elétricas. Aleyaasin et alli [2] estudaram a vibração 
em flexão de eixos rotativos através de uma técnica híbrida no domínio da freqüência. Jain 
et alli [10] apresentaram uma formulação para a análise de singularidade em discos e cascas 
ortotrópicas rotativas.
Entretanto, os trabalhos sobre dinâmica de rotores laminados ainda são relativamente 
poucos, quando comparado com os trabalhos sobre rotores isotrópicos ou análise dinâmica 
de cascas cilíndricas laminadas não rotativas. As análises acima são restritas a geometrias 
fixas como cilindros uniformes. Como as soluções são em geral analíticas, ou semi-analíticas, 
não são admitidas variações de diâmetro, espessura e propriedades do material composto, o 
que as tornam pouco úteis na análise e projeto de rotores reais em seus detalhes construtivos.
1.2 O bjetivo
Neste trabalho os rotores são analisados através de duas formulações de elementos finitos: 
sólido e casca, ambos laminados e axissimétricos, incluindo os efeitos giroscópicos e de cisa- 
lhamento transversal. A formulação do elemento sólido permite a modelagem de regiões não 
cilíndricas retas como cones, tampas e anéis. Ambas as formulações admitem ainda variações 
de espessura, de seqüência de empilhamento de lâminas e de propriedades ortotrópicas das
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lâminas. Elas também admitem laminados anisotrópicos gerais, isto é, laminados constituí­
dos por qualquer seqüência de empilhamento, não necessariamente simétrica.
São comparados os resultados obtidos pelas duas formulações. É também estudado o 
comportamento das freqüências naturais com a geometria do rotor e com a seqüência de 
empilhamento do material composto laminado. Neste último caso se busca verificar até que 
ponto se pode alterar as freqüências naturais do rotor sem que sejam necessárias altera­
ções geométricas, o que representa outra vantagem no emprego de materiais compostos na 
fabricação dos rotores.
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Capítulo 2 
MATERIAIS COMPOSTOS
Um material composto, segundo Agarwal e Broutman [1], pode ser definido como um mate­
rial formado por dois ou mais componentes quimicamente distintos e que apresentam uma 
interface de separação entre eles, ou seja, os materiais compostos apresentam heterogenia.
Jones [11] os classifica em:
• fibrosos, que consistem em fibras, geralmente de alta resistência, e uma matriz;
• de partículas, que consistem em uma matriz impregnada de partículas;
• laminados, que podem ser formados por camadas de materiais diferentes ou lâminas de 
materiais compostos fibrosos unidirecionais, também chamadas reforçadas por fibras, 
onde cada lâmina apresenta as fibras orientadas numa determinada direção, Figura
2.1.
E neste último caso que se insere o presente estudo, uma vez que os rotores de materiais 
compostos são geralmente fabricados pelo processo de bobinagem resultando em camadas 
ortotrópicas.
O processo de bobinagem consistem em enrolar fibras contínuas impregnadas de resina 
num mandril. Controlando-se a velocidade do esticador, que faz movimentos de vai e vem 
paralelos ao mandril, e a rotação do mandril, obtém-se camadas com as fibras paralelas e 
orientadas a um ângulo determinado para cada camada. Agarwal e Broutman [1], citam 
como vantagens deste processo a capacidade de automação, permitindo grande produção,
10
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Figura 2.1: Laminado formado por lâminas reforçadas por fibras.
além de um bom controle no posicionamento das fibras e, consequentemente, na qualidade 
do laminado; a versatilidade nos tamanhos dos rotores e o controle da rigidez em diferentes 
direções. Os mesmos autores citam como limitações do processo a dificuldade para obter 
curvaturas reversas (concavidades) ou a bobinagem a baixos ângulos e o mal acabamento da 
superfície externa.
2.1 M ateriais com postos lam inados reforçados por fi­bras
Os materiais compostos laminados reforçados por fibras são formados por uma ou mais 
lâminas ortotrópicas coladas, onde cada lâmina apresenta as fibras alinhadas a um dado 
ângulo com relação a uma direção, que pode ser a principal de carregamento ou a do eixo 
de simetria, no caso de lâminas cilíndricas. A Figura 2.2 apresenta uma lâmina, bem como 
as suas direções principais. Estas são referidas pelos eixos 1, 2 e 3 e as direções globais 
genéricas pelos eixos x, y e z, no sistema de coordenadas cartesiano ou x, 8 e r, no sistema 
de coordenadas cilíndrico.
A principal vantagem de um laminado multi-lâmina em relação a uma lâmina única é 
distribuir a resistência em outras direções, permitindo que se tenha tanta resistência quanto
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Figura 2.2: Esquema de uma lâmina com as suas direções principais.
necessária em cada direção.
A análise de uma lâmina pode ser dividida em duas fases. A análise micromecânica es­
tuda o comportamento e a interação entre as fibras e a matriz da lâmina na determinação 
de propriedades equivalentes médias, enquanto a análise macromecânica considera a lâmina 
como um material homogêneo com propriedades equivalentes pré-determinadas. Neste tra­
balho é feito apenas a análise macromecânica, sendo desconsideradas as descontinuidades no 
interior das lâminas. Métodos usados para o cálculo de propriedades equivalentes podem ser 
encontrados nas referências [1] e [11].
2.2 C om portam ento m acrom ecânico de um a lâm ina
A lei de Hooke generalizada pode ser escrita na forma:
a 1 = Q 1 e1 (2.1)
onde cr1 é o vetor tensão {cri r 23 t 3i t i 2}T, Q 1 é a matriz de propriedades nas direções
principais da lâmina e e1 é o vetor deformação {ei € 2  e3 723 731 7 i2}T- O sobre-índice 1 indica 
que os termos estão definidos nas direções principais das propriedades ortotrópicas.
Convém salientar que esta forma dos vetores cr1 e e1 é válida apenas para o elemento 
sólido. A forma para o elemento de casca será apresentada na seção 4.4. No entanto, as
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simplificações e as considerações feitas aqui podem ser feitas de fox-ma similar no caso do 
elemento de casca.
A matriz de propriedades do material apresenta simetria e, portanto, tem no máximo 21 
elementos independentes. No caso de um material ortotrópico, devido à simetria com relação 
a dois planos ortogonais, a matriz de rigidez tem apenas 9 elementos independentes:
Q1=
Qh  Q i2 Q i3 0
Q l 2 Q 22 Q 23 0Q13 Q 23 Q 33 00 0 0 Q440 0 0 00 0 0 0
0 00 00 00 0Q55 0
0  Q qq
(2.2)
Estes elementos podem ser calculados através das chamadas constantes de engenharia: 
módulos de elasticidade (Ej), coeficientes de Poisson (u7j) e módulos de cisalhamento {Gtj), 
onde os índices indicam a direção, quando simples, ou o plano, quando duplos.
Q11 
Q 22 
Q 33 
Qi2 
Q l3  
Q23  
Q 44 
Q5 5
Q<5 6
e 2 11
£ 3 ( 1 - 1/
,2 E s ^ i l23E2) ' A
2 E ^ 1 113 E 1) ' A
,2 E2 ^ | i
12 £ 1  y’ A
— ( i/12 E 2 +  ^13 V 23 £ 3 ) 
=  E 3 (i/13 +  V12 U2 3 ) -r-
A
p ( EA  1Ez I 1^ 23 +  ^12 ^
G i2
Gl3
G23
(2.3)
onde
£ E: Ez EzA i  2  *  Z  0  Z  0  o  0=  1 -  -  iy13-=r -  ^23T T  -  2 1^2 ^13 ^23 TTE 1 £1 Eo Ei
Deve-se lembrar que há apenas nove constantes independentes, uma vez que:
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v. uE. (2.4)
2.2.1 Relações tensão-deform ação no sistem a de coordenadas cilín­drico
As relações dadas pela equação (2.1) referem-se ao sistema local da lâmina. No entanto, 
para o cálculo do laminado atuando como um todo, faz-se necessário conhecer estas relações 
no sistema global, cilíndrico no caso dos rotores:
crx = Qx e2 (2.5)
onde <j x é o vetor tensão {crx cr# ar tqt ttx txq) t , Qx é a matriz de propriedades e e * é o  
vetor deformação {ex eg er 'ydr 7ri 7xg]T, todos no sistema de coordenadas cilíndrico.
Sendo a o ângulo entre a direção de orientação das fibras e a direção do eixo do rotor, 
Agarwal e Broutman [1] demonstram que:
Qx=  T _1Q X T~t (2.6)
onde T  é a matriz transformação do sistema de coordenadas dada por:
cos2 a sen2 a sen2 a cos2 a0 00 00 0— sen a  cos a  sen a  cos a  0
000
0000 cos a  — sen a  0 sen a  cos a0 0
2 sen a  cos a  —2 sen a  cosa 0 0 0cos2 a  — sen2 a
(2.7)
2.2.2 As relações tensão-deform ação no estado plano de ten sões
No estado plano de tensões, tem-se:
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C3 — O r 2 3 =  0 t 3i =  0
7 2 3  —  0  7 2 3  —  0
e £3 é uma combinação linear de a 1 e <72. Assim, a equação (2.1) pode ser expressa da
seguinte forma:
( J 1  1
Q n Q i 2 0
í  É 1
C f  2  >  = Q 1 2 Q 2 2 0
£ 2
T \ 2  J 0 0 Q ô 6 1  7 1 2
onde:
(2.8)
Q11
Q i2
Q22
Qôô
1 _  w2 §2. 1 12^12 -£>2 
1  12  Ê !
1 _  , /2  M2. 1 12= G
(2.9)
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As relações tensão-deformação para o estado plano de tensões no sistema de coordenadas 
cilíndrico podem ser calculadas por:
onde:
=  T -1
cos2 a  sen2 a  — sen a  cos a
Q11 Q i 2 0 ( ex
Q 12 Q 22 0 T ~ t \ t e0 0 Qô6 { Ixe
sen2a 2 sen a cosacos2 a  seno; cosct —2 sen a  cosacos2 a sen2 a
(2.10)
(2.11)
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Pode-se, ainda, usar a notação:
Q =  T -1Q T~r (2.12)
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Nesta forma, a matriz de propriedades no estado plano de tensões não tem uma aplicação 
direta, mas servirá para o cálculo da matriz de propriedades do elemento de casca (seção 
4.4).
Uma vez obtidas as matrizes de propriedades de cada lâmina no sistema de coordenadas 
do rotor, o cálculo da rigidez do laminado é feito através do Método dos Elementos Finitos, 
como mostrado no capítulo 4.
2.3 M ódulos de elasticidade equivalentes para v igas
Uma forma simples de estimar o comportamento de uma viga anisotrópica é determinar 
propriedades elásticas para uma viga isotrópica que responda de forma idêntica a primeira 
quando submetida a esforços de extensão e de flexão. A dificuldade é que, em geral, essas 
propriedades elásticas equivalentes para esforços de extensão, denotadas pelo índice N,  são 
diferentes das propriedades elásticas equivalentes para esforços de flexão, denotadas pelo 
índice F.
Segundo Mendonça [19], a capacidade de uma viga laminada ser bem representada por 
uma viga isotrópica equivalente é tão maior quanto mais a esparsidade de ambas as matrizes 
de rigidez se assemelhe.
A obtenção das propriedades elásticas equivalentes é feita através da comparação das 
matrizes de rigidez para materiais isotrópicos e anisotrópicos. A rigidez de um material 
isotrópico pode ser colocada na forma:
Q iso
a v a 0 0 0 0v a a 0 0 0 0
0 0 a( l — i/) 9 0 0 00 0 5 d u d 00 0 0 v d d 0
0 0 0 0 0 <f(l—u) 2
(2.13)
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onde
a =
d
E h 
1 — i/2 E  h3
12( l - i / 2)
A rigidez de um laminado anisotrópico pode ser colocada na forma:
Q0 A B B D (2.14)
onde a matriz A representa o efeito de rigidez extensional, a matriz D representa o efeito da 
rigidez a flexão do laminado e a matriz B representa o efeito do acoplamento entre flexão e 
extensão.
Comparando-se as duas matrizes anteriores, pode-se concluir que, para vigas laminadas 
simétricas, onde a matriz B é nula, as propriedades equivalentes darão melhor resultado do 
que nos casos onde não há simetria.
Invertendo a matriz Q iso, obtém-se a matriz de flexibilidade para materiais isotrópicos:
c .  _
k J í..<ír>
1Eh  _  vEh0000
_  V  phUh0000
001Gh00
0
000
12
MEh30
000\2isJü*Eh30
0000024(1+1/) Eh3
(2.15)
Igualando-se os termos 11 e 12 das matrizes de flexibilidade Siso e QámSO> obtém-se as 
constantes elásticas equivalentes para tração:
ExN
Vn
h A  A'
(2.16)
11
12A\11
De forma semelhante, igualando-se os termos 44 e 45 das matrizes de flexibilidade S,,so e
Qanisoi obtém-se as constantes elásticas equivalentes para flexão:
^  = w k  ( 2 - 1 7 )
_  D[ 2
No caso particular onde o laminado é formado pelo mesmo número de camadas orientadas 
em +a  e —a, com mesmas espessuras e propriedades, os termos Qamsois e Qaniso2 3  são nulos 
e as constantes elásticas equivalentes para tração podem ser calculadas por:
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Capítulo 3 
O PROBLEMA DINÂMICO
O cálculo das freqüências naturais de um rotor envolve a criação de um modelo analítico 
capaz de representar o sistema mecânico. Este modelo analítico é formado por um conjunto 
de equações diferenciais que descrevem o movimento do sistema mecânico através das suas 
variáveis independentes, conhecidas como graus de liberdade. Sendo constituído por um 
material contínuo e elástico, um rotor apresenta infinitos graus de liberdade. Para que seja 
possível a solução numérica, faz-se necessária uma discretização capaz de, a partir de um 
determinado número n de graus de liberdade, representar satisfatoriamente o sistema. Neste 
trabalho essa discretização é feita através do Método dos Elementos Finitos.
Tem-se então um modelo numérico, que pode ser resolvido por meio da implementação 
computacional de um método numérico adequado à complexidade do problema. Pode-se 
dizer que a complexidade da solução está em se fazer simplificações que permitam a solução 
numérica de uma forma eficiente, mas sem que haja uma descaracterização do problema.
3.1 E quações do m ovim ento
O movimento de um sistema rotativo qualquer pode ser representado através das equações 
de Lagrange. A abordagem Lagrangeana é aqui mais indicada do que a Newtoniana devido 
à relativa facilidade em se representar o sistema através de equações escalares. Assim, sendo 
um sistema rotativo com n  graus de liberdade, as equações de Lagrange são apresentadas 
por Greenwood [9] na seguinte forma:
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d f d L \  dL dF  ,  d t \ d q i )  dqi + dqi
onde L  é o Lagrangeano, F é  a função dissipação de Rayleigh, g, é a i-ésima coordenada 
generalizada e / i  é a  i-ésima força generalizada atuando sobre o sistema.
Desprezando os efeitos não lineares, a diferença entre as energias cinética e potencial 
elástica, que define o Lagrangeano, tem a seguinte forma:
 ^ n n  n  n  ^ n nL = T  — V  = — 'y ] 'y  ^rriijqiqj +  ^  ] y  ' hjjqiqj — — ^  ^  ] k^q^qj (3-2)
Í =  1 j  =  l  Z = 1  J  =  1 2 =  1 J  =  1
onde é a velocidade de rotação do sistema mecânico e as constantes m,j. hl3 e estão 
associadas à massa, efeito giroscópico e rigidez do sistema, respectivamente.
A função dissipação de Rayleigh, referente às perdas por amortecimento interno e pelo 
efeito de circulação nos mancais, é dada por:
j  n  n n  nF = 2 y  y y  "j Cijqiqj +  ^  ^  (3-3)
Í =  1 j =  1 t=l j  =  l
onde as constantes c,j e dij estão associadas ao amortecimento e ao efeito de circulação, 
respectivamente.
A obtenção das constantes rriij , ht] , kZJ , cl} e dtj será discutida mais adiante. Substi­
tuindo as equações (3.2) e (3.3) na equação (3.1) tem-se:
y   ^ -(- y  ' [Çij ^  (h/j hji)] Qj  ^(k/j djj) qj f  j i — 1...., n (3.4) 
j = i  j =i j =i
Colocando na forma matricial:
M q + ( C - í l G ) q + ( K  +  D) q  = f (3.5)
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onde M  é a matriz massa, C a matriz de amortecimento, G a matriz giroscópica, K  a matriz 
de rigidez, D a matriz de circulação, todas de dimensão n x n, q  é o vetor de coordenadas 
generalizadas e f  o vetor de forças generalizadas, ambos de dimensão n. As matrizes M , C 
e K são simétricas, enquanto as matrizes G e D são anti-simétricas.
Devido às altas rotações, as ultracentrífugas geralmente utilizam mancais magnéticos ao 
invés dos hidrodinâmicos. Aqueles não apresentam os efeitos hidrodinâmicos, representados 
pela matriz de circulação, que dessa forma pode ser desconsiderada.
São feitas ainda algumas importantes simplicações que, de certa forma, interferem nos 
resultados, mas que tornam a solução do problema mais simples. Assim são desconsiderados 
os amortecimentos internos e externos e a dependência da rigidez em relação a freqüência de 
rotação. Também são consideradas vibrações livres. Desta forma, a equação do movimento 
(3.5) pode ser simplificada para:
Para obtenção dos coeficientes de cada matriz será feita uma discretização do sistema 
através do Método de Elementos Finitos, como será apresentado no próximo capítulo.
3.2 C álculo dos autovalores e au tovetores
Tendo sido discretizado o sistema em n graus de liberdade, é possível encontrar n  autovalores 
e n autovetores correspondentes. Entretanto isto implica num grande número de operações 
e elevado custo computacional, além de que não são necessários mais do que alguns dos 
primeiros modos de vibração para compreender o comportamento do sistema. Assim são 
apresentadas aqui técnicas que permitem o cálculo dos m  primeiros autovalores, relacionados 
às freqüências naturais, e seus autovetores correspondentes.
M q - í 2 G q - f K q  =  0 (3.6)
3.2.1 Cálculo das freqüências naturais para Q — 0
No cálculo das freqüências naturais do rotor parado, não há a presença dos efeitos giroscópicos 
e a equação (3.6) se torna:
M  q +  K  q =  0 (3.7)
Propondo-se uma solução na forma q =  <p &lult obtém-se:
(K -  õ>2M) 0  =  0
ou na forma tradicional:
K </> =  A M 0  (3.9)
onde A =  ü 2 é o autovalor associado ao autovetor 4>.
São então calculados os m  primeiros autovalores e os seus autovetores correspondentes, 
ortonormalizados através do conhecido Método da Iteração Subspacial, utilizando interna­
mente o Método de Jacobi Generalizado e o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt 
(ver, por exemplo, Bathe [4]).
3.2.2 T écnica de Shifting
Quando se deseja calcular os modos para o sistema livre de vinculações é aplicada a técnica 
de shifting, que consiste basicamente em manipular as matrizes adicionando um valor s 
(shift) que é subtraído depois de calculados os autovalores. Assim, a partir da equação (3.8), 
tem-se:
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(3.8)
(K - i^ M + s M - s M |  0  =  0 (3.10)
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ou, reagrupando:
[(K+s M) -  (u)2 +  s ) M] <f>= ( K -  X M )  0  =  0 (3.11)
Como M  é uma matriz positiva definida, para s ^ 0 ,  K é  não singular.
Após a solução, cada freqüência natural pode ser obtida através da operação:
tüj — y X j  s j  =  1, ..., m (3.12)
3.2.3 Cálculo das freqüências naturais a um a determ inada rotação  do rotor
Desejando-se calcular as m  primeiras freqüências naturais do rotor, pode-se fazer a trans­
formação modal proposta por Kim e Lee [12] para reduzir a ordem do sistema de equações. 
Estes autores desenvolveram este procedimento baseando-se na premissa de que a combi­
nação de uma base de vetores obtida na análise do rotor estacionário e não amortecido, 
como na equação (3.8), constitui uma boa aproximação para os autovetores complexos de 
um rotor sujeito ao efeito giroscópico e/ou amortecido, como na equação (3.6).
Definindo-se r  = q pode-se reduzir a ordem das derivadas do sistema (3.6), mas dobrando 
a sua ordem:
' M 0 í  r  1 ' - n  g K0 I U l  + - i 0
rq 00 (3.13)
A segunda matriz pode ser tornada anti-simétrica multiplicando-se as n últimas equações 
por K:
' M 0 í  r 10 K u r . - n  G K - K  0 rq 00 (3.14)
que se constitui num sistema de ordem 2n x 2n. Propondo-se uma solução na forma:
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rq ZlZ2 J/3t (3.15)
e substituindo na equação (3.14):
' M 0 í Zi 1 ’ - Q  G K  ‘0 K { z2 r - K 0
ZlZ2 00 (3.16)
Definindo <Ê> como a matriz modal, constituída pelas colunas dos autovetores correspon­
dentes aos m  menores autovalores do problema (3.8), pode-se fazer uma nova transformação 
de forma a tornar a segunda matriz anti-simétrica:
ZlZ2
<Ê> 00 $  A~2 w i w2 (3.17)
onde A é a matriz diagonal composta pelo quadrado das freqüências naturais obtidas em 
(3.12). Pré-multiplicando o resultado desta transformação pela matriz:
$ 00 $  A 2
obtem-se:
-----
----1 I—( 3 o í  wi } + ' - 0  G A-3 '16 I—ioi 1 i 1 > i 0 1 w i w2 00 (3.18)
onde Im é a  matriz identidade e G =  $  G $  é a matriz giroscópica modificada, ambas de 
ordem m  x m, ou ainda:
' - Ü G  A - S 1 U  1 J  w, ]  (319)-A~2  o J \  W2 J \  w2 J
Este sistema define a mesma solução que o sistema (3.6), com a vantagem de ser um problema 
de autovalores padrão, com matriz anti-simétrica e de dimensão reduzida 2m  x 2m. Mas a
principal vantagem deste método é a redução no tempo de processamento e na quantidade 
de memória necessária, apresentando um alto nível de precisão nos valores das freqüências 
[12].
A solução consiste de m  pares de autovalores onde cada í3l é imaginário puro. na 
forma (3i =  ± i u>i, e os ujt são as m  menores freqüências naturais do sistema a rotação Cl. 
O sistema (3.19) também fornece os m  autovetores a direita e a sua forma transposta os 
m  autovetores a esquerda, sendo que os últimos são complexos conjugados dos primeiros. 
Então procede-se a volta ao sistema de coordenadas originai através das equações (3.17) e 
(3.15). Finalmente, os autovetores são normalizados tal que:
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q*M q, =  1 (3,20)
onde q* é o i-ésimo auto-vetor a direita e q* é o seu complexo conjugado transposto.
Capítulo 4
FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DOS ELEMENTOS
4.1 M étod o  dos E lem en tos F in itos
As soluções analíticas de sistemas contínuos se limitam a alguns casos onde a geometria 
é bastante simples. Quando o sistema possui uma geometria relativamente complexa, ou 
propriedades não uniformes, como no caso de materiais compostos, torna-se necessário fazer 
uma discretização deste sistema, de tal forma que a solução do problema discretizado se 
aproxime da solução do problema contínuo.
O Método dos Elementos Finitos é um procedimento numérico para resolver equações 
diferenciais, que apresenta um bom grau de precisão na solução das equações diferenciais que 
representam os problemas da mecânica do contínuo. Por isso tem sido largamente empregado 
nos mais diversos problemas de engenharia.
Este método foi aqui utilizado para a discretização dos rotores através de dois tipos 
de elementos diferentes, cujas formulações matemáticas são apresentadas neste capítulo: o 
elemento sólido de revolução e o elemento de casca de revolução, ambos laminados.
4.2 S istem a de coordenadas
O sistema de coordenadas fixo O X Y Z  tem origem no centro da seção na configuração inde- 
formada e o eixo X  coincide com a linha que liga os centros dos mancais.
Em coordenadas cilíndricas, o ângulo 9 é medido a partir do eixo Z, como indicado na
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Figura 4.1.
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Figura 4.1: Sistema de coodenadas e deslocamentos de um ponto genérico.
4.3  E lem en to  sólido de revolução
Esta formulação de elementos sólidos de revolução determina as matrizes inerciais e de rigidez 
através de um processo semi-analítico. As funções de interpolação são escritas em termos 
de uma série de Fourier na direção circunferencial e de polinómios em planos meridionais. 
Assim a integração na direção circunferencial é feita analiticamente.
Desta forma a modelagem é bidimensional, através de elementos de 8 nós, com funções 
de interpolação do tipo Serendipty. E considerado um elemento laminado, mas foram feitas 
algumas restrições com relação à posição das lâminas. A malha deverá ser tal que o elemento 
finito padrão tenha a interface das lâminas paralelas ao eixo £, como mostrado na Figura
4.2. Para isso, a malha deverá ser construida de forma que dois lados opostos do elemento 
acompanhem interfaces das lâminas e, além disso, que não haja uma descontinuidade de 
interface no interior do elemento. Estas restrições não trazem consequências mais graves, 
exigindo apenas um certo cuidado na modelagem. Apesar destas restrições, o elemento 
sólido permite a modelagem de variações na espessura, como pode ocorrer nas extremidades 
do rotor, Figura 4.3.
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Figura 4.3: Modelagem de espessura variável com elementos sólidos.
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4.3.1 D edução da m atriz de rigidez
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Os deslocamentos w , u e v  nas direções radial (r), axial (x) e tangencial (d), respectivamente, 
de um ponto P  qualquer, Figura 4.1, podem ser escritos na forma:
w
u
= Ei=1
8= Et=i
8= E
2 —  1
Woi +  ^  (wni cos (nd) +  wni sen (nd))
72= 1Ou0 i +  ^ 2  cos (nd) +  üni sen (nd))
71= 1
OO
v0 i + ^ 2  ft™ sen (?7^ ) +  Viu cos (nd))11=1
Ni(r ,x)
Ni(r,x)
Ni(r,x)
(4.1)
onde woí, wm, wni, u07, ... são os coeficientes da série de Fourier para o i-ésimo nó e Ni(r, x) 
são as funções biquadráticas do tipo Serendipty, Zienkiewicz [29]. A Figura 4.3 mostra o 
significado dos coeficientes do harmônico 1.
Figura 4.4: Representação dos coeficientes da série de Fourier para o primeiro harmônico.
Devido à ortogonalidade das funções 1, cos (nd) e sen (nd), os harmônicos da série estão 
desacoplados. Isto permite a montagem de n  problemas independentes, onde para n  =  0 
tem-se o efeito dos carregamentos axissimétricos (força centrífuga, por exemplo), axial e 
torcional; para n = 1 tem-se a primeira aproximação para o efeito de flexão e para n > 1 
têm-se efeitos mais complexos de deformação da circunferência da seção transversal.
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Considerando pequenos deslocamentos, as relações deformação-deslocamento usadas para 
a determinação da matriz de rigidez, em coordenadas cilíndricas, são as relações da elastici­
dade linear clássicas dadas, por exemplo, por Timoshenko e Goodier [28] como:
e =
/ \
6r
? > =  <
I rx
*)r6
k 7 x 9  j
W ,r
VI _j_ V'e 
r  rW x + U r ^  + V r ' - v- r ,7 ru.e
(4.2)
v x  +
Devido ao desacoplamento dos harmônicos, as deformações podem ser escritas como:
e — eo +  y €n
71— 1
onde cada parcela pode ser calculada separadamente. Para o harmônico 0, tem-se:
(4.3)
onde:
Wq Nitr Uo Ni^x WoWq ~f~ U() N, ;y 
V 0 (Niir -  f )
V o  N i íX
Ni =
Ni>r =
Ni.x =
Para o n-ésimo harmônico, tem-se:
Ni(r,x) 
dNj(r, x )drdNj(r,x)dx
(4.4)
\,r
',x
(wn cos (nd) +  wn sen (nd)) Nijr (ün cos (nd) +  ün sen (nd)) N^.((wn +  n vn) cos (nd) + (wn — n vn) sen (nd)) ^ i (wn cos (nd) + wn sen {nd)) N itX +  (ün cos (nd) +  ün sen (nd)) N itr ((n wn — vn) cos (nd) — (n wn + vn) sen (nd)) ^  +  (vn sen (nd) + vn cos (nd)) N it n (—ün sen (nd) +  ün cos (nd)) ^  +  (vn sen (nd) +  vn cos (nd)) N^. (4.5)
Os estudos aqui realizados limitam-se ao harmônico 1 devido ao interesse nos modos de 
flexão. Desta forma:
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(w cos 9 + w sen 9) N\,r (ü cos 9 + ü sen 9) N iiX ((w +  v) cos 9 +  (w — v) sen 9)(w cos 9 + w sen 9) N i}X +  (ü cos 0 + ü sen 0) N i>r ((w — v) cos 6  — (w + v) sen 0) ^  +  (v sen 9 +  v cos 6 ) Nijr (ü cos 9 — ü sen 9) ^  +  (v sen 9 + v cos 9) Ni^x
(4.6)
Colocando na forma matricial, tendo em vista a implementação computacional, tem-se:
e =  EU (4.7)
onde E é a matriz deformação dada por:
E =
Nitr C Ni^r S 0 0 0 00 0 NitX c Ni,x s 0 0
T ï * 0 0 nAiT _nNí gTNi,x C Ni,x s N itr c Ni,r s 0 0sr r ^ cr 0 0 (Ni,r ~  f )  S (ív, ,  -  f  ;0 0 nNjr s nNjr c Ni.x s N itX c
c = cos 9
s := sen 9
u = { m Wi Üi Üi ~ \ TVi Vi ^
(4.8)
(4.9)
é o vetor de deslocamentos nodais.
Retomando a equação (2.5), pode-se calcular a tensão num ponto no interior de uma 
lâmina k :
ak — Qfc Cfc (4.10)
onde Q/c é a matriz de propriedades do material da lâmina k nas direções rx 6 . calculada pela 
equação (2.6).
A energia de deformação elástica, em função da tensão e deformação, é calculada por:
V = Í  tk dV (4.11)L fc=l Jvk
onde Nc é o número de lâminas e V j é o  domínio tri-dimensional da k-ésima lâmina. Sub­
stituindo a equação (4.10), tem-se:
v  = i  t  f  4  Q* <* à v  (4,12)1 fc=l Jvk
Substituindo as equações (4.7) em (4.12), tem-se a energia de deformação elástica do lami­
nado em função dos deslocamentos nodais:
v  = l  £  í  ( E U f  Q* (E U) dV (4.13)1 fc=l Jvk
Pode-se então determinar a matriz de rigidez a partir da primeira variação da energia 
potencial:
Nc rTK Ê =  E  /  E Q fc E  dV (4.14)
fc=l Jvk
Como E é função de sen# e cos6 , o produto E r Qk E produz termos proporcionais a 
sen2#, cos2# e sen#cos#. Pode-se então definir uma matriz de controle E  e uma matriz Ê 
de acordo com os valores dos termos de E:
• se Eij — eij cos# È^ — e,j e El} =  — 1;
• se Eij =  d j  sen# Èt] = e E^ =  1;
• se E^  =  0 Èij =  Êij =  0.
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A integração na direção circunferencial (9) da equação (4.14) é feita de forma analítica 
por:
K tj = ^  E  í [  Êtk Qki Êij dx dr (4.15)1 J r Jx
onde /i =  7r, se Eik Eij =  1 ou /x =  0, se Eij — —1. Assim, graças às restrições na 
modelagem citadas na seção 4.3, a integração no plano meridional, definido pelos eixos x  e 
r, ficou simplificada e pode ser feita lâmina a lâmina por quadratura de Gauss unidirecional:
K tj = v Í  Í  Í  Éik Qki Éij dx dr (4.16)k=l  J  x J  r=r,fc
onde é o raio interno da k-ésima lâmina e r ^ é o  seu raio externo.
4.3.2 Cálculo das m atrizes inerciais do elem ento
As matrizes inerciais são obtidas através da primeira variação da energia cinética devida a 
rotação do eixo (Í2 =  4>) e dos campos de deslocamento, equações (4.1), para o harmônico 1.
Sistem a de coordenadas local
A obtenção da energia cinética é feita a partir de um sistema de coordenadas móvel oxyz. 
Cada circunferência de raio r  se translada, gira e se ovaliza permanecendo sempre uma curva 
plana, permitindo a definição deste sistema móvel amarrado a este plano e que gira de acordo 
com os movimentos desta circunferência. Este sistema tem a origem localizada no eixo O X  e 
sofre as rotações /3 e T que são as rotações de precessão em relação a Y  e Z, respectivamente, 
como mostra a Figura 4.5. Porém, não gira com a velocidade de spin do eixo Q. Portanto o 
plano yz contem a seção rotacionada e o eixo x  é normal a esta seção.
Cálculo da energia cinética
A partir do sistema de coordenadas móvel, as componentes do deslocamento na direção axial 
podem ser escritas em função das componentes da rotação da seção:
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(4.17)
Ui = PíTí
onde Tj e são as componentes da rotação nas direções Z  e Y, respectivamente, Figura 4.5.
Figura 4.5: Deslocamentos e rotações da seção.
A posição de um ponto P  na configuração deformada em relação ao sistema local é:
p = { py  ^  ^ (r + w) sen d +  v cos 0  pz J y (r +  w) cos 6  — v sen 6
A  velocidade deste ponto em relação ao sistema global é dada por [9]:
(4.18)
r = R  + p r + u> xp (4.19)
onde R é a  velocidade do sistema móvel em relação ao sistema fixo, neste caso nula e pr é a 
velocidade do ponto P  relativa à origem do sistema móvel:
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A taxa de movimento angular do elemento em relação ao sistema fixo é:
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ÜJ üj%UJ.y
— sen (3 1 0 cos P sen 0 0 cos 0 cos P cos 0  0 — sen 0
r
P
(4.21)
Considerando que as rotações (5 e T sejam muito pequenas, então cos (3 ~  1 e sen/3 «  P, 
tem-se para um ângulo 0 =  0 que:
-P  1 0 0 0 1 1 0 0
r ï ( 4,-p rS r  * (4.22)
A energia cinética de um elemento de volume infinitesimal pode ser expressa por:
onde:
dT = (r ■ r) dx dr dô
(r • r) =  pr■ pr + 2 p r• (w x p) +  (u> x p) ■ (w x p)
(4.23)
(4.24)
Substituindo as equações (4.18), (4.22) e (4.20) na equação (4.24), calcula-se o produto 
interno da equação (4.23). A partir da consideração de pequenos deslocamentos, pode-se 
desprezar os termos quadráticos nos deslocamentos. Substituindo este resultado na equação 
(4.23) e integrando-a em relação a d, obtém-se:
T  = — j_2 - 2  ,_2 -Jl V  +  V  +  W  +  W w +v w — v w+ v w ) j  |  dr dx +
+Y I  I í<52 ^  r ' 2  + 2'ÿ - l Í 8 r ) rVr dr (4.25)
Denotando o campo de deslocamentos pelo vetor:
-  \  T■q = ( ty w P r  F r  v v ) (4.26)
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T  = -  2
pode-se reescrever (4.18) matricialmente como:
rri 0*2 mp r q I q  + irpr <fi — ir p r q H  q 
onde I é a matriz identidade de ordem 6 e:
H  =
dr dx
0 0 0 0 0 - 20 0 0 0 - 2 00 0 0 0 0 00 0 4 0 0 00 2 0 0 0 02 0 0 0 0 0
Expandindo o campo de deslocamentos pelas funções de interpolação:
onde:
q =  N  (r, x) q e
(4.27)
(4.28)
(4.29)
qe =  ( q j  ... q j  ... qTM )' (4.30)
q j  =  ( Wj  Wj  P j T j  F j r j  V j  Vj  ) J = 1, P
onde p ê  o número de nós. Assim, a matriz massa (inércia de translação e de rotação) é:
M e =  7T P N T(x,r)  I N(x, r) r  dx dr J  r J  x
E a matriz giroscópica é definida por:
(4.31)
G e =  ir / I (> N T(x ,r) (H T -  H) N ( i ,r )  r  dr dx (4.32)J  X  J  T
Como geralmente as lâminas apresentam valores de densidade média muito próximas, 
sendo comumente iguais, pode-se calcular a densidade média do laminado p através da 
média das densidades das lâminas, ponderada pelas espessuras:
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l  NcP=-jl T . hkPk (4.33)
fc=l
onde pk é a densidade média da k-ésima lâmina, é a sua espessura e / i é a  espessura do 
laminado. Assim a integração numérica para o cálculo das matrizes inerciais pode ser feita 
como se o material fosse isotrópico, passando p para fora da integral r em (4.32) com o valor 
médio dado por (4.33).
4.4  E lem ento  de casca lam inada
Esta formulação para o elemento de casca laminada considera o cisalhamento transversal da 
parede do rotor e é baseada na teoria de cascas de Donnell [13]. Como no elemento sólido, 
aqui também as matrizes de inércia e de rigidez são calculadas através de um processo semi- 
analítico. As funções de interpolação são escritas em termos de uma série de Fourier na 
direção circunferencial. Desta forma a modelagem é unidimensional, através de elementos 
cúbicos lagrangeanos de 4 nós.
4.4.1 D edução da m atriz de rigidez
O deslocamento de um ponto P  nas direções r, x  e d é dado por:
w =
u
Ei=i
8= Ei=i
8- Ei= 1
oow0i +  (™ni cos (nd) + wni sen (nd))
71= 1
OOu0 i + ' ^ 2  (üm cos (nd) +  üni sen (nd))
71=  1 
OOvoí +  ' ^ 2  (vm sen (nd) +  vni cos (nd))71=1
Ni(x)
N%(x)
Ni(x)
(4.34)
onde Ni(x) são tomadas como funções de interpolação polinomiais.
Considerando pequenos deslocamentos, as relações deformação-deslocamento usadas para 
a determinação da matriz de rigidez, em coordenadas cilíndricas, são as relações de Donnell
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apresentadas por Kraus [13] como:
/  \
60
1 x 9
I r x > =  <
I r O
X x
X 9
k X x 9 j V
u x h  +  Ma av x + —aßx +  W,xÜLS. + ß  2.a aßx,x\ße.eßt \x
(4.35)
onde a ê o raio médio da casca cilíndrica e (3X e f3d são as rotações do segmento normal à 
parede em torno das direções tangencial e axial, respectivamente, expandidas para o primeiro 
harmônico por:
ßx — ßx Sen 0 +  ßx COS 0
ß e =  ße cos 0  +  ße sen 6
(4.36)
Deve-se notar que estas são as componentes de deformação de um ponto na superfície de 
referência da casca. A deformação num ponto genérico, usando-se a mesma notação para a 
deformação na superfície de referência, para simplificá-la, é dada por:
ex = ex + z x x
=  e6 +   ^ Xx9 (4.37)
1x9 1x9 +  Z Xx9
ou, em forma matricial:
ex = e° + z x
onde e° representa o efeito de membrana e x  °  efeito de flexão e
1 X = { Irx Ire }T
(4.38)
(4.39)
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onde z é a coordenada radial do ponto medida a partir da superfície de referência; /yTX e 7r0 
são as deformações cisalhantes transversais à parede da casca.
Da mesma forma que para o elemento sólido, para o elemento de casca foi desenvolvido 
apenas o harmônico 1. Assim:
(ü cos # +  ü sen 9) N itX ((w +  v) cos # +  (w — v) sen 9) (ü cos 9 — ü sen 9) ^  +  (v sen 9 + v cos 9) NitX 
p x sen 9 + j3x cos 9  ^ Ni +  (w cos 9 + w sen 9) Ni<: 
€ = ei = ((w — v) cos 9 — (w +  v) sen 9) ^  +  (']3e cos 9 + /3e sen 9 ) Ni
— (j3x sen 9 4- /3X cos 9^ j NitX 
l  (j3e cos 9 -  Pd sen'#) N  
(j3d cos 9 +  f3e sen #) NitX
Colocando na forma matricial esta relação fica:
(4.40)
e =  E U (4.41)
onde a matriz de deformação é dada por:
E =
0 0 N i tX c N i , x  s 0 0 0 0 0 0
sa 0 0 a a 0 0 0 0
N iíX s N i . x  c 5- a ^  ca 0 0 0 0 0 0
N i jX s N i:X c 0 0 0 0 N i  s N i  c 0 0
f ca — sa 0 0 - & ca - & sa 0 0 N i  c N i  s
0 0 0 0 0 0 N iiX c N i tX s 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 d ^ cCL
0 0 0 0 0 0 0 0 N i tX c ^ Í ,X  S(4.42)
cos#
sen#
e U  é o vetor de deslocamentos nodais do elemento, formado pelos deslocamentos Ui de cada 
nó i definidos por:
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U f =  { W i  W i  U i  U i  Vi Vi P x i  P x i  P e i  P e i }J (4.43)
As relações constitutivas para a casca considerada podem ser separadas em duas partes, 
uma delas envolvendo as componentes coplanares no plano tangente x — 6 , que compreende 
um estado plano de tensões (ar — 0) com componentes { ax ag t xq } e { ex e$ 7xq } , 
e uma outra relação para o cisalhamento transversal envolvendo { r rx t tq } e { 7rx y r 0  }.
Para ambos os conjuntos as relações são as seguintes, Agarwal e Broutman [1]:
Oxcre
T  x 0
Q n  Q l 2  Q l 6
Q 1 2  Q 2 2  Ç 2 6
Q 16 Q  26 Q  66
teIxe
(4.44)
ou
a xk Q* (4.45)
1~r8 Q aA Q  45 Q 45 Q  55 TrxI r e (4.46)
ou
r ‘ =  q ;  l i (4.47)
onde
Q n  = Q n  c4 +  ( Q 12 +  2Q66) s2 c2 +  Q 22 s4
Q 12 =  ( Q n  +  Q 22 —  4 Q e e )  s 2 c 2  +  Q 1 2  ( < s 4  +  c 4 )  
Q 2 2  —  Q n  5 4  +  ( Q 12 +  2 Q g g )  s 2 c 2  +  Q 2 2  c 4
O 16 =  ( Q 11 — Q 12 — 2 Q m )  s c3 +  ( Q 12 — Q 22 +  2 (3 6 6 )  58 c
Q 2 6  =  { Q n  ~  Q 12 ~  2 Q m )  s 3  c  +  ( Q í 2  —  Q 2 2  +  2 Q 6 6 )  s  c 3  ( 4 . 4 8 )
Q 6 6  —  ( Q n  +  Q 22 —  2 Q 1 2  —  2 Q 6 6 )  s 2 c 2  +  Q q 6  ( s 4  - I -  c 4 )
Q 4 4  =  G 1 3  c2 +  G 2 3  s 2 
Q45 =  (G 1 3  — G 2 3 ) S C
Q 5 5  =  G \ Z  S 2  +  G - 2 3  c 2
e Q n ,  Q i 2 ,  etc. são os coeficientes de rigidez nas direções principais de propriedades definidos 
pela equação (2.9).
Tomando as definições dos esforços na casca:
Nc fhk/2N = { Nx Ne Nxe }T = /  a xk dz
k = l  z = ~h f c/2  Nc fhk/2M =  { Mx Me Mxe } T =  ^  /  * tr3* dz (4.49)^ Z = ~hk/ ‘2
N c p h k/ 2
Q =  { Q r x  Q r d  } T  =  ' ^ 2  /  T fc d z  
fc— l  J z = — h ^ / 2
As deformações num ponto genérico ek e 7  ^são relacionadas às deformações na superfície 
de referência pela equação (4.37). Substituindo estas relações nas equações (4.44) e (4.46), 
levando as tensões nas lâminas a equação (4.49) e integrando na espessura chega-se as relações 
esforços-deformação:
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e
Q = ks h Q 44 4^5 Q 45 Q 55 7 X =  A Y (4.51)
onde
JVc
A j  =  Q i j  h k k = \
Nc
B i j  y  ' Q i j  h k  ~-'k k= 1Nc - í  h2 D i j  =  Y ,  Q i j  [ h k z \  +
_ N c  _Aíj — A-,  ^ htk= 1
e ks é a constante de cisalhamento. tomada como sendo igual a 5/6, e 4  é a distância da 
superfície média da lâmina à superfície média do laminado.
As relações acima podem ser agrupadas, resultando num sistema de equações único:
A 0 B 0 A 0 B 0 D
e°/yZ
X (4.52)
onde, para simplificar a notação, foi definida uma matriz Cy de ordem 8x8 tal que:
(4.53)
A energia potencial elástica em termos dos esforços é dada por:
(4.54)
Substituindo a relação constitutiva (4.53) e tomando a discretização das deformações da 
superfície de referência (4.41) obtem-se:
V =  \  f  í ( E U f  C f  (E U) dQ dx 2 Jx Je (4.55)
Pode-se então determinar a matriz de rigidez a partir da primeira variação da energia 
potencial:
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K e = Jx J^ E T Cf E d 6 dx (4.56)
'j'Como E é função de sen 6  e cos 9, o produto E C / E  resulta em termos proporcionais a 
sen2 6 , cos2 9 e sen 9 cos 9. Definindo-se a matriz Ê, obtida, como no caso do elemento sólido, 
removendo-se os termos trigonométricos de E e uma matriz de controle E, onde Êíj = 1 
ou —1, conforme E l3 dependa de sen 9 ou cos 9, respectivamente, a integração na direção 
circunferencial (9) da equação (4.56) é feita de forma analítica por:
Kfj =  /J í  Èlk C}ki Êij dx (4.57)
J  X
onde /i =  7T, se Eik Eij =  1 ou fj, = 0, se E,f. Eij =  — 1. A integração numérica na direção x  
é feita por quadratura de Gauss unidirecional:
Kfj = / i  E  Ètk Cfkl ÈLj Wj  (4.58)
j = i
onde np é o número de pontos de integração e Wj é o peso do j-ésimo ponto de integração.
4.4.2 Cálculo das m atrizes inerciais do elem ento de casca
As matrizes inerciais são obtidas através da primeira variação da energia cinética devida a 
rotação do eixo (Í2 =  <p) e dos campos de deslocamento, equações (4.34), para o primeiro 
harmônico.
Na obtenção da energia cinética é utilizado o mesmo sistema de coordenadas móvel oxyz 
definido para o elemento sólido. Este sistema sofre as rotações de precessão /? e T, que são 
relacionadas aos deslocamentos axiais por:
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U i —F, a (4.59)
U { P i  (X
onde F, e Pt são as componentes da rotação do nó i nas direções Z  e Y ,  respectivamente, 
Figura 4.5.
A posição de um ponto P, distante £ do raio médio o, em relação ao sistema local é:
/ uPy } ~   ^ (a + Ç + w) sen 9 +  v cos 9 — Pd Ç cos 9 Pz J l (a + £ + w) cos & ~ vsen9 — Pe Çsen9
Considerando casca delgada, pode-se eliminar P9\
(4.60)
0 s = - ( v -  Wj)) (4.61)
Substituindo a equação (4.61) na equação (4.60). obtem-se:
Px ) í  Pxtpy > =  < (a + Ç + w) sen 9 -i- [v -  £ (v -  wfi) £l cos 9 pz J [ (a +  £ +  iv) cos 9 -h (v — Wfi) £ — v\ sen 9
A velocidade deste ponto em relação ao sistema global é dada por:
(4.62)
r  =  R  +  p r + u > x p (4.63)
A taxa de movimento angular do elemento em relação ao sistema fixo é dada pela equação:
- p  1 0 0 0 1 1 0 0
r ) ( <t>-p r
i n  s
(4.64)
A velocidade do ponto P  em relação ao sistema local é:
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hzw  sen 6 + \v — £ (v — wte) £W COS d +  [i  (is — Wfi) £ — v cos 0 sen 6 (4.65)
A energia cinética de um elemento de volume infinitesimal pode ser expressa por:
dT =  P (a +  f l  j dx ^  dQ (4.66)
Também no elemento de casca foi utilizada a densidade média da lâmina dada pela 
equação (4.33) no cálculo das matrizes inerciais.
Tratando-se de cascas finas, pode-se considerar h2fa 2 «  1. Substituindo as equações
(4.60). (4.64) e (4.65) na equação (4.63), calculando o produto interno, desconsiderando os 
termos quadráticos nos deslocamentos e integrando a equação (4.66) em relação a d, obtém- 
se:
J  -2 ,_2 -2 V + V + w + w + 24 > ú
+ Y a3h J  i p 2 +  r 2 +  202 -  44?0 f )  dx 
Denotando o campo de deslocamentos por:
w +v w — V w — V w j dx + (4.67)
q  =  { w w (3 T v v (3X 0 X P9 p e } T 
pode-se reescrever matricialmente:
(4.68)
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onde:
e:
H
1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 a2 0 0 0 0 0 0 00 0 0 a2 0 0 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 - 2 0 0 0 0 0 0 00 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0- 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(4.70)
(4.71)
Expandindo o campo de deslocamentos pelas funções de interpolação N  (x), tem-se:
q = N(x)  qe (4.72)
onde qe é constituída pelos deslocamentos nodais, dados por:
qe = ( qf -  qj -  qlí )' (4.73)
qf  =  ( Wj ü j Pj r ,  vj Vj p xj fixj p gj ) J
Assim, a matriz massa (inércia de translação e de rotação) é:
M e =  71- J j  p N T(x) A N(x) £ dx d£ (4.74)
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E a matriz giroscópica é definida por:
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G e =  7T f í p  N t ( x )  (H t -  H) N(x) e  d x  d £  (4.75)Jç Jx
Pelas definições observa-se que as matrizes de rigidez K e de inércia M  são simétricas, 
enquanto que a matriz de efeitos giroscópicos é anti-simétrica.
Capítulo 5 
RESULTADOS
São aqui apresentados alguns resultados obtidos com a implementação computacional das 
formulações dos elementos sólido e de casca no programa ROFLEX II [3]. Na seção 5.1, 
os resultados obtidos foram comparados com os do software comercial MSC/Nastran. Nas 
seções 5.2 a 5.5 foram analisadas cascas cilíndricas rotativas de raio r, comprimento L  e 
espessura constante h, como indicado na Figura (5.1). Não foram aplicadas condições de 
contorno, tendo sido empregada a técnica de shifting (ver seção 3.2.2).
Figura 5.1: Dimensões da casca cilíndrica.
Nos casos em que os elementos sólido e de casca foram comparados com o elemento de 
viga, seções 5.2 e 5.3, os resultados deste último foram obtidos de uma formulação baseada 
na Teoria de Vigas de Timoshenko já  existente no programa ROFLEX II e, quando se tra ta  
de material composto laminado, as propriedades equivalentes foram calculadas através do 
programa CedricT [19].
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Em alguns dos gráficos apresentados, os modos progressivos estão indicados pela letra P, 
enquanto os modos regressivos estão representados pela letra R. Os modos estão numerados 
na seqüência crescente na situação de rotação nula.
5.1 C om paração com  software  com ercial
Com a finalidade de tentar verificar a validade dos resultados obtidos, foram feitas algumas 
comparações com os resultados do software comercial MSC/Nastran. Entretanto, só foi 
possível a comparação de resultados para rotores parados, dado que este não faz a análise 
considerando uma velocidade de rotação.
A comparação é feita pela variação percentual entre as freqüências obtidas pelo ROFLEX 
em relação às obtidas pelo MSC/Nastran. tendo como base as do último. Foram comparados 
os modos sob flexão, ilustrados pela figura 5.2. O modelo utilizado no ROFLEX é formado 
de 10 elementos sólidos, como indicado na figura 5.3, enquanto que o modelo tri-dimensional 
utilizado no MSC/Nastran é formado por 800 elementos, 20 anéis com 40 elementos cada, do 
tipo ’’Plate” . Para relações geométricas ^ =  10 e £ =  0,1, considerando material isotrópico, 
as variações para os três primeiros modos encontradas foram:
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R f i = 0,77%
R f 2 =  1,07%
R f 3 =  1,77%
onde
r, f  ROFLEX f  Nastran nri 
K f  = ------ -------------  IUU
J  N  a s tra n
e o algarismo no índice indica o modo.
Quando comparados para as mesmas relações geométricas, mas considerando material 
composto formado por duas lâminas ortotrópicas não simétricas, as variações para os três 
primeiros modos encontradas foram:
Figura 5.2: Os três primeiros modos sob flexão.
Rfi = -4 ,41 %
R f 2  = -3 , 54%
Rf3 = -2,83%
Os resultados do ROFLEX apresentaram-se bastante compatíveis com os do MSC/Nastran 
para material isotrópico, mas um pouco inferiores no caso de laminados não simétricos.
5.2 C om paração dos elem entos para m aterial isotróp i­co
Foi realizada uma extensa comparação entre os elementos sólido, de casca e de viga na análise 
de um material isotrópico com as seguintes propriedades:
E  =  2.1011 N /m 2; 
p — 7800 kg/m3; 
v = 0,3.
As comparações envolveram diversas geometrias, variando as relações 7 e £ entre valores 
extremos para verificar o comportamento de cada um dos elementos. Foram utilizados
modelos com 10 elementos sólidos, 10 elementos de casca e 78 de viga, resultando em 318, 310 
e 316 graus de liberdade, respectivamente. A Figura 5.3 mostra os três modelos utilizados.
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Modelo de elementos sólidos
Modelo de elementos de casca
Modelo de elementos de viga
Figura 5.3: Modelos de elementos sólidos, de casca e de viga.
As Figuras 5.4 e 5.5 mostram as freqüências dos três primeiros modos para duas relações 
^  diferentes, 1 e 10, respectivamente. Em ambas, as curvas para o elemento de casca não 
são mostradas pois os resultados praticamente coincidem com os do elemento sólido.
Para rotores curtos, já eram esperadas significativas diferenças entre o elemento de viga 
e os demais, devido à formulação do primeiro não ser apropriada para relações j  menores 
do que 10.
A análise dos resultados obtidos nestas comparações mostra que, especialmente para o 
elemento de viga, os autovalores sofrem pequenas variações para valores de £ menores que 0,1 
e que eles praticamente não variam para valores menores que 0,01. Isto pode ser explicado 
pelo fato de que a rigidez é proporcional à inércia da seção, enquanto a massa é proporcional 
à área da seção. Portanto, os autovalores são proporcionais a:
A=a M  - r «■) V (re “  rD (5.1)
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L/ r  = 1; h/r  = 0,1
R o t a ç ã o  do eixo (rpm)
—&—— Sólid o-R1—♦—— Sólid o-P1--G—-S61ido-R2— Sólid o-P2--S—— Sólid o-R3--■—— Sólid o-P3• Viga-RI■ Viga-Pl..-o- - - Viga-R2
. . . . . . - Viga-P2..-a--■ Vig a-R3
. . . E .  . • Vig a-P3
Figura 5.4: Diagrama de Campbell para um rotor isotrópico com relações geométricas L /r—1 e h /r= 0,l.
L /r  = 10; h/ r  = 0,1
R o t a ç ã o  do eixo ( rpm)
--0—-Sólido-Rl--♦—— Sólido-PIO-Sólido-R2--•—— Só lid o-P2--B—— Só lid o-R3--■—— Só lid o-P3.. - 0- -- Viga-Rl• Viga-Pl. . -0. -• Vig a-R2• Vig a-P2...... • Vig a-R3
. . . . . . • Viga-P3
Figura 5.5: Diagrama de Campbell para um rotor isotrópico com relações geométricas L /r=10 e h /r= 0 ,l.
onde re é o raio externo e rj é o raio interno da casca cilíndrica. Quando se tra ta  de /i C  r. 
a área da seção pode ser aproximada por 2 ir r h e a inércia da seção pode ser aproximada 
por 7r r 3 h. Neste caso, os autovalores são proporcionais ao raio e independem da espessura.
Esta análise também mostra uma grande semelhança entre os resultados obtidos com 
os elementos sólido e de casca. Entretanto, em alguns casos não apresentados, entre os 
três primeiros modos para o elemento sólido surgiram modos diferentes para o elemento de 
casca, possivelmente associados aos graus de liberdade exclusivos deste elemento ou modos 
espúrios.
5.3 C om paração dos elem entos para m aterial com pos­
to
Foi realizada uma comparação entre os elementos sólido, de casca e de viga na análise 
de um material composto formado por duas lâminas orientadas a 0/90° com as seguintes 
propriedades:
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Ei = 2.1011 N /m 2;
E 2 =  e 3  = 8.109 N /m 2;
G \ 2 = G13 == 4,8.109 N/m '
G23 = 4.109 N /m 2;
P =  2000 kg/m 3;
V =  0,25.
As comparações envolveram diversas geometrias, variando as relações 7 e £ entre valores 
extremos para verificar o comportamento de cada um dos elementos. Foram utilizados 
modelos com 10 elementos sólidos, 10 elementos de casca e 78 de viga, resultando em 318, 310 
e 316 graus de liberdade, respectivamente. A Figura 5.3 mostra os três modelos utilizados.
As Figuras 5.6 e 5.7 mostram as freqüências para os três primeiros modos para duas 
relações 7  diferentes, 1 e 10, respectivamente. Os resultados para o elemento de casca não
são apresentados pois praticamente coincidem com os do elemento sólido.
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—9—Sólido-Rl —♦—Sólido-Pl —0—Sólido-R2 —•—Sólido-P2 —B—Só lid o-R3 —■—Sólido-P3 Viga-Rl Vig a-P 1 - ■ o- • • Viga-R2 Viga-P2 Vig a-R3 Vig a-P3
Figura 5.6: Diagrama de Campbell para um rotor de material composto com relações ge­ométricas L /r= l e h /r= 0 ,l.
Comparando, por exemplo, as Figuras 5.5 e 5.7, pode-se verificar que a diferença entre 
os resultados obtidos com os elementos sólido e de viga aumenta quando o rotor é feito 
de material composto. Neste exemplo, a diferença entre os resultados para as freqüências 
naturais do primeiro modo do rotor em material isotrópico é de -0,3% para 4> — 0 e -1% 
para (j> =  30000 rpm, tomando os resultados do elemento sólido como base. Para o rotor em 
material composto, a diferença passa a ser de -17% para (j> =  0 e -39% para 0 =  30000 rpm.
5.4  E stu d o  da variação das freqüências naturais com  
as relações geom étricas
Foi feito um estudo da variação das freqüências de um rotor em material composto com as 
relações ^  e K  Foi empregado o mesmo modelo com 10 elementos sólidos, representado no 
topo da Figura 5.3. As lâminas apresentam as seguintes propriedades:
L/r  = 1; h/ r  = 0,1
R o t a ç ã o  do eixo (rpm)
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L/r  = 10; h/ r  = 0,1
R o t a ç ã o  do eixo (rpm)
--0-— Sólido-Rl.♦-Sólido-Pl
- —0 .— Só lid 0-R2—•—— Sólid 0-P2--B—— S ó lid 0-R3
-----■—— S ólid 0-P3O- Viga-Rl- Viga-Pl.. .0. ■ Viga-R2- Viga-P2■ • -D- ■ Vie a-R3
...m- - Viga-P3
Figura 5.7: Diagrama de Campbell para um rotor de material composto com relações ge­ométricas L/r=10 e h /r= 0 ,l.
Ei = 2.1011 N /m 2;
E2 = E3 = 8.109 N /m2;
G 12 =  G13 =  4,8.109 N /m 2
G 23 =  4.109 N/m2;
P =  2000 kg/m3;
V =  0,25.
As Figuras 5.8 e 5.9 mostram a variação da primeira freqüência natural regressiva com a 
relação 7 , para a relação £ constante e igual a 0,1. Na primeira figura esta relação aparece 
no eixo das abscissas e as curvas indicam a rotação do rotor em rotações por minuto. Na 
segunda a rotação do rotor aparece no eixo das abscissas enquanto as curvas representam as 
diferentes relações 7 .
Pela observação da Figura 5.8, verifica-se que os rotores curtos são mais sensíveis à 
rotação do rotor e que pequenos aumentos no comprimento provocam grandes reduções na
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h/r = 0,1
2
2
C3
S.2*3si ^5T *.B
O£•ceu
•W = 0 •w = 12000 rpm 
• W  = 30000 rpm
L/r
Figura 5.8: Variação da primeira freqüência natural com a relação L/r.
h/r = 0,1
R o t a ç ã o  do ei xo  [ rpm]
— ♦— L/r = 1
-■— L/r = 5
— ^—  L/r = 10
L/r = 20
Figura 5.9: Variação da primeira freqüência natural com a rotação do rotor para uma relação L/r.
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freqüência natural e vice-versa. Já a Figura 5.9 indica que, na medida em que a rotação do 
rotor é mais elevada, a relação j; tem menos importância sobre a freqüência natural.
As Figuras 5.10 e 5.11 mostram a variação da primeira freqüência natural com a relação 
para a relação ^ constante e igual a 10. Na primeira figura esta relação aparece no eixo 
das abscissas e as curvas indicam a rotação do rotor em rotações por minuto. Na segunda a 
rotação do rotor aparece no eixo das abscissas enquanto as curvas representam as diferentes 
relações
L/r = 10
•w = o• W = 12000 rpm ■W = 30000 rpm
h/r
Figura 5.10: Variação na primeira freqüência natural com a relação h /r.
Cabe aqui a observação de que a primeira freqüência natural pode corresponder a difer­
entes modos para diferentes rotações do rotor. Isto explica as descontinuidades nas quatro 
figuras acima.
Observa-se ainda nas Figuras 5.10 e 5.11 que a freqüência natural é pouco influenciada 
pela espessura quando a espessura é pequena, mas que esta influência cresce à medida que 
a rotação do rotor cresce.
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L/r = 10
R o t a ç ã o  do eixo [ rpm]
- h/r = 0,001—■— -h/r = 0,01
— -h/r = 0,1
--K— -h/r = 0,2
Figura 5.11: Variação na primeira f r^ jg ê n ^ c ssc S ã i com a rotação do rotor para uma relação h/r.
5.5 E stu d o  da variação das freqüências naturais com  a  
sequência  de em pilham ento
Foi feito um estudo da variação das freqüências de um rotor em material composto mantendo 
a geometria e variando a sequência de empilhamento. As relações geométricas utilizadas 
foram ^ =  5 e £ =  0,05. Foram empregados modelos com 10 elementos sólidos. As lâminas 
apresentam as seguintes propriedades:
E\ =  2.1011 N /m 2;
E 2 = E 3  = 8 .109 N /m 2;
Gi2 =  G \ 3  =  4, 8.109 N /m 2;
G23 = 4.109 N /m 2; 
p =  2000 kg/m3; 
v =  0,25.
As Figuras 5.12, 5.13 e 5.14 mostram os resultados obtidos para um laminado + a /  — a  
para as rotações <j> = 0, 4> — 12000 rpm e 0 =  30000 rpm.
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Rotação nula
Ângulo de or i ent ação das fibras (graus)
-Modo I -M odo 2
Figura 5.12: Influência do ângulo de orientação das fibras nas freqüências naturais de um rotor de material composto a rotação nula.
12000 rpm
—o—ModoR)—♦—ModoPI-B—ModoR2—■—ModoP2
Ângulo de or ientação das fibras (graus)
Figura 5.13: Influência do ângulo de orientação das fibras nas freqüências naturais de um rotor de material composto a rotação de 12000 rpm.
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30000 rpm
-Modo RI 
-Modo PI 
-Modo R2 
-Modo P2
Ângulo de orientação das fibras (graus)
Figura 5.14: Influência do ângulo de orientação das fibras nas freqüências naturais de um rotor de material composto a rotação de 30000 rpm.
Os resultados mostram que os menores valores para as freqüências naturais são obtidos 
para ângulos de orientação das fibras próximos a 0o e a 90°. Os valores máximos foram 
obtidos para ângulos próximos a 30° para o primeiro modo e a 45° para o segundo modo.
Estes resultados mostram também que são possíveis mudanças significativas nas freqüên­
cias naturais através de mudanças no ângulo de orientação das fibras. Neste exemplo, o 
maior valor de freqüência é igual a, pelo menos. duas vezes o menor valor para um mes­
mo modo e à mesma rotação. Outros resultados não plotados mostram que a mudança no 
número de camadas, sempre alternadas + a / — a, para uma mesma espessura fixa ou na sua 
ordem apresentou mudanças muito pequenas.
5.6 A nálise de u m  rotor de geom etria  com p lexa
Com a finalidade de demonstrar a versatilidade do elemento sólido na análise de rotores com 
geometria complexa, é apresentada a análise de um rotor constituído por tampas em aço 
de alta resistência e corpo cilíndrico formado por uma camada de aço revestida por quatro 
lâminas de material composto. A Figura 5.15 mostra o corte longitudinal do rotor e os 
detalhes da modelagem das tampas.
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Figura 5.15: a) Corte longitudinal do rotor; b) Detalhe do modelo da tampa superior; c) Detalhe do modelo da tampa inferior.
As propriedades do aço são:
E  = 1,85.10a  N /m 2;
G = 7 ,11.1010 N /m 2;
p = 8000 kg/m 3;
v = 0,3.
As propriedades das lâminas de material composto são:
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Ei = 2.1011 N/m2;
e 2 =  E 3 =  8.109 N /m 2;
G \ 2 =  G13 =  4 ,8.109 N /m 2
G2 3 =  4.109 N/m2;
P =  2000 kg/m3;
V =  0,25.
As dimensões básicas do corpo cilíndrico são:
L = 710 mm; 
r  = 86 mm; 
h =  1 mm.
A espessura está dividida em 0,4 mm de aço e 4 lâminas de 0,15 mm orientadas 
+45°/ -  45°.
A Figura 5.16 mostra o diagrama de Campbell do rotor.
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D i a g r a m a  de  C a m p b e l l
R o tação  do eixo (rpm)
—0—M odo RI —•—M odo PI —s— M odo R2 —•— M odo P2 □ M odo R3 —■— M odo P3 —A— M odo R4 —Ä—M odo P4
Figura 5-16: Diagrama de Campbell do rotor.
Capítulo 6 
CONCLUSÕES E SUGESTÕES
As formulações apresentadas para os elementos sólido e de casca, ambos de revolução, ob­
tiveram resultados muito próximos para as freqüências naturais de rotores de materiais 
compostos laminados. Entretanto, elas apresentaram significativas diferenças com relação 
aos resultados obtidos pela formulação clássica do elemento de viga, sobretudo para rotações 
mais elevadas. Isto parece indicar que este elemento não é indicado para análises de rotores 
de materiais compostos em altas rotações. O uso de módulos equivalentes é uma ferramenta 
importante na estimativa do comportamento estático de vigas laminadas. O principal defeito 
desta técnica é não representar os acoplamentos extensão-torção e flexão-torção.
Tendo apresentado resultados igualmente bons, o elemento sólido traz vantagens em 
relação ao elemento de casca pela sua versatilidade, permitindo a modelagem de detalhes 
geométricos que o elemento de casca não poderia representar, tais como anéis de reforço, 
tampas e suportes dos mancais.
O estudo paramétrico das relações geométricas comprimento/raio e espessura/raio mostrou 
que ambas têm mais influência na medida em que a rotação do rotor aumenta.
Foi verificado que o ângulo de orientação das fibras tem forte influência nos valores 
das freqüências naturais, o que permite que se possa variar as freqüências naturais afim 
de evitar a rotação de operação do rotor, por exemplo, sem a necessidade de alterações 
na geometria do mesmo. Entretanto não foi feita qualquer avaliação sobre o impacto nas 
tensões atuantes, o que pode limitar as variações por questões de integridade estrutural. O
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aumento no número de camadas, repetindo os ângulos de orientação das fibras e mantendo-se 
a espessura constante, não produz alterações significativas nos valores das freqüências.
Uma dificuldade encontrada foi a falta da implementação de formulações que admitam 
harmônicos de ordem maior do que um para a comparação de resultados com trabalhos 
correlatos, que geralmente se voltam mais para os modos associados com harmônicos de 
ordem superior a um. Além de permitir estas comparações, esta implementação permitiria 
verificar qual a influência do ângulo de orientação das fibras nos valores das freqüências 
naturais para modos não associados diretamente com a flexão, mas que, por vezes, podem 
ser críticos e apresentarem freqüências naturais inferiores.
Outra sugestão para trabalhos futuros é a inclusão do efeito da tensão na direção cir- 
cunferencial provocada pela força centrífuga. Este efeito não foi aqui considerado, mas pode 
produzir diferenças significativas nos resultados para elevadas rotações do rotor.
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